Rulning — breddeopgave 41 med didaktisk kommentar

Af Jens Hpjgaard Jensen, IMFUFA, NSM, RUC

Mit formal med artikelserien om breddeopgaver er — udover at ggre opmaerksom pa RUCs fysikuddannelse —
dobbelt: Dels udvalger jeg opgaverne, sa de kan have interesse som fysikproblemer i egen ret. Dels udvelger
jeg dem med henblik pa at kunne knytte didaktiske overvejelser til dem af interesse for fysikundervisere. I forste
omgang i forhold til universitetsundervisning. Men i anden omgang kunne der méske ogsé trakkes paralleller til

andre undervisningsniveauer.

Her bringes lgsning og kommentar til opgaven fra
forrige nummer samt en ny opgave. Opgaven i sidste
nummer af KVANT var denne breddeopgave fra RUC
(nr. 41 i reekken her i KVANT):

Breddeopgave 41. Rulning

En hul og en massiv cylinder med ens masser og ens
radier ruller med samme fart hen imod et skraplan.
Hvad er forholdet imellem, hvor langt de ruller op ad
skrdaplanet? Begrund svaret.
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Figur 1. Tvearsnit af cylinder, der ruller op ad et skraplan.

Lgsning
Opgaven kan lgses pa tre kvalitativt forskellige mader:

1. Den mest direkte made er ved brug af mekanisk
energibevarelse. Da den kinetiske energi af cylinderen
fgr den ruller op ad skraplanet er lig med dens potentiel-
le energitilvaekst i topstillingen, fas med betegnelserne
pa figur 1, idet Iy (inertimomentet om cylinderaksen)
skrives som kM R? og vg = Rwg ved ren rulning:
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Da k£ = 1 for den hule cylinder og k = % for den
massive cylinder, er svaret pa opgaven derfor:
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2. Opgaven kan ogsa besvares ved brug af tyng-
depunktssatningen og momentsa@tningen om tyngde-
punktet. Med betegnelserne pa figur 1 fas:

d d
Md—: — Mgsina+G og ICMd—‘: — _RG 4
Indsattes G isoleret fra den anden ligning i den fgrste
samtidig med, at Iy settes lig med kM R? og v =

Rw, fas heraf, at cylindrenes bevagelse er bestemt ved:
dv gsina
- 5
dt 1+k )

Integrationen af (5) en og to gange giver sa:

gsin
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t + vo (6)

og
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Og indsettes t for v(t) = 0 fra den fgrste ligning
i den anden, fas (o, som i ligning (2) og derved
svaret pa opgaven som i ligning (3). Denne made at
besvare opgaven pa er besverligere end ved brug af
energibevarelse. Til gengald muligggr den som vist, at
tidsforlgbene kan undersgges. Og at stgrrelsen af den
statiske gnidningskraft G' kan findes ved indsettelse
af (5) i momentsetningen under brug af Rdw/dt =
dv/dt.
3. Den tredje made at besvare opgaven pa er ved
at bruge momentsatningen om rgringspunktet mellem
cylinder og skraplan:

d
JQdi; — _MgRsina (8)
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Idet Ig = MR? + Icy = (1 + k)M R? og Rdw/dt =
dv/dt kommer vi herved direkte frem til ligning (5)
uden at have G som ubekendt variabel i fgrste omgang.
Hvorefter lgsningen er som ved metode 2.

Kommentar

Opgaven eller tet beslegtede opgaver er almindeligt
forekommende i l&rebggerne i mekanik pa universitets-
niveau. Som tidligere navnt i artikelserien om bred-
deopgaver ma lerebgger ikke medtages til eksamen.
Derfor er det ogsa muligt at stille leerebogsklassikere
som denne som opgaver til eksamen.
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Min gennemgaede 3-foldige Igsning af opgaven er
ogsa en leerebogsklassiker. Jeg husker den fra min egen
universitetsundervisning. Og jeg har f.eks. genfundet
den i Berkeley Physics Course, Volume 1, Second
Edition, 1973, p. 249-252, og i Ohanian: Physics,
Second Edition, 1989, p. 339-343. Ikke desto mindre
bygger den tredje af lgsningsmetoderne pa et forkert
udgangspunkt, hvilket er min grund til at skrive artiklen
her om opgaven.

Retferdigggrelsen af at bruge moments@tningen om
rgringspunktet, som gjort ved den tredje made at lgse
opgaven pa, er ifplge Berkeley Physics Course:

“The acceleration in the motion of the rolling object
is calculated by recognizing that instantaneously the
motion is simply a rotation about a point on the peri-
phery of the object. Thus we shall require the moment
of force about P to equal the rate of change of angular
momentum about P’ (P er rgringspunktet), og ifglge
Ohanian:

“The existence of an instantaneous fixed axis in
rolling motion (without slipping) enables us to deal
with this motion by methods developed in the preceding
sections. The rotation about the instantaneous fixed axis
obeys our old equation Idw/dt = 7,. From this, we can
calculate the motion of a rolling body on which external
forces and torques act.” (z refererer til en stillestaende
z-akse).

Men denne retfeerdigggrelse er en slags tanketorsk.
Det er rigtigt, at en rent rullende genstands bevagelse
momentant kan beskrives som en rotation om det faste
underlagspunkt, der rgrer den rullende genstand. Men
rgringspunktet er noget andet end dette faste punkt.
Rgringspunktet er et geometrisk bestemt punkt, der
flytter sig. Hvorfor man ikke umiddelbart kan tillade
sig at anvende moments@tningen om rgringspunktet
som gjort.

inertialsystem Iq

Figur 2. Stedvektorer i tilknytning til et vilkarligt beveget
punkt Q.

Den stgrrelse, der opereres med ved den tredje
udregning, impulsmomentet om punktet Q, er alment
defineret som fglgende vektor:

Lo = %7, x mv; = Si(r; — rqQ) x miv;,  (9)

med figur 2’s betegnelser og med Q som et vilkarligt
bevaget punkt. Differentieres det sidste udtryk for L,
fas:

d

@LQ = Zivi X m;v; — EﬂJQ X mM;V;
dv;
+5i(r — rq) X md—"; (10)
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Her er fgrste led 0. Andet led er lig med Mvcm X vq,
hvor M er den samlede masse og vcm er tyngde-
punktets hastighed. Medens tredje led er lig med 1q,
kraftmomentet omkring Q fra alle de systemeksterne
krefter, idet m;dv; /dt ifglge Newtons anden lov er lig
med summen af eksterne og interne kraefter virkende
pa systempartikel i, og fordi krafmomentbidragene fra
de systeminterne krafter oph@ver hinanden ved sum-
mationen som fglge af loven om aktion og reaktion
(idet krefterne mellem to systempartikler forudsettes
at veere rettet langs deres forbindelseslinie). Andringen
af impulsmomentet om et vilkarligt bevaget punkt, og
hermed om rgringspunktet ved rulning, er saledes ikke
alment lig med det samlede kraftmoment om punktet,
men derimod givet ved:

d
%LQ:TQ‘FM'UCM X vQ- (11)

Moments@tningen brugt omkring rgringspunktet som
gjort i Berkeley Physics Course, af Ohanian og i min
ovenstaende Igsning, burde altsa retferdigggres ved
ligning (11) sammenholdt med begrundelsen for at
Mwvcwm x vq er nul i det specialtilfelde, der er under
behandling. Nemlig at M vcm og vq er parallelle. Og
ikke ved en misforstaet henvisning til, at rgringspunktet
er et momentant fast punkt.

Nar misforstaelsen har kunnet finde udbredelse er
det naturligvis, fordi den har fgrt til det rigtige resultat
i de situationer, der er regnet pa. Altsa situationer, hvor
det ekstra led er nul. Det ekstra led vil vere ulig nul,
hvis det der ruller f.eks. er et &g pa hgjkant, dvs. noget
ikke omdrejningssymmetrisk, eller hvis der f.eks. rulles
ned gennem Rundetarn, dvs. pa en skruet plan. Da jeg
ikke kan forestille mig, at der ikke har vearet regnet
pa sadanne fenomener, kan jeg heller ikke forestille
mig, at der ikke findes speciallitteratur, hvor ligning
(11) er alment erkendt. I fysiklerebogslitteraturen har
jeg imidlertid kun veret i stand til at finde ligningen
felgende to steder: Jacob Nielsen: Rationel Mekanik II,
3.udgave, 1952. p. 148, og J.M.Knudsen og P.G.Hjorth:
Elements of Newtonian Mechanics, 3. Edition, 2000, p.
257. Altsa pudsigt nok en rent dansk sag.

I Jens Martin Knudsens eksempelsamling fra 1968
til Fysik 1 pa Kgbenhavns Universitet, som jeg har
staende som duplikerede noter pa reolen, fordi jeg var
studenterinstruktor pa kurset, ser jeg under skrivningen
af artiklen her pa side 274-275, at den fejlagtige tredje
metode er anfgrt og derefter overstreget fgr trykningen.

De fleste lerebgger, der omhandler momentsatnin-
gen og anvender den pa rulning, ngjes med at udlede
moments@tningen i specialtilfeldet, hvor Q er et fast
punkt og vq altsd nul, og specialtilfzldet, hvor Q er
CM og Mwvcm X vq derfor ogsd altid er nul, og
ngjes i forlengelse heraf med de to fgrste besvarelser af
rulleopgaven. De fleste larebgger holder sig altsa borte
fra den forkert begrundede tredje made at lgse opgaven
pa.

I flere af de mere avancerede mekaniklerebgger
findes en anden generel ligning end ligning (11) udledt.
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Til forskel fra ligning (9) er Lq her defineret ved:

LQ = Eﬂ'g X miv;
= Yi(ri—rq) x mi(vi —vq), (12)

altsd impulsmomentet om Q i et system, der fglger med
Q. Mens der i ligning (9) er tale om impulsmomentet i
laboratoriesystemet, men taget om et punkt der flytter
sig.

Ved differentiation af (12) f4s med denne betydning
af Lq:

d
@LQ = Yi(v; —vqQ) x mi(v; —vq)
dv;
+Ei(7’i - TQ) X mlditl
d
CNi(r —rQ) X M. (13)
dt
Her er forste led nul og andet led lig med 7¢ som
ovenfor. Da X»;r; X mid:l;—tQ = roMm X Mﬁ)—f og
Xirq X midg—f =1rq X M%}TQ, fas s& modsvarende
ligning (11):
d d
Lo =7q+ (row — o) (—M%). (14)

Det ekstra led her i forhold til den simple moment-
setning ses at vare kraftmomentet omkring Q fra
det homogene systemkraftfelt, der ggr sig galdende
i et koordinatsystem, der accelererer sammen med Q.
Ligesom det ekstra led i ligning (11) forsvinder leddet
— som det skal — altid i de to velkendte specialtilfelde,
hvor Q er et fast punkt i et inertialsystem, og hvor Q er
CM. Men ellers er det jo ikke det samme, der er tilfgjet
iligning (11) og ligning (14).

I forhold til vores rulleproblem kunne ligning (11)
bruges til at retfeerdigggre den tredje made at lgse

opgaven pa, idet det ekstra led indses her at vere nul.
Ligning (14) tilbyder en fjerde Igsningsmetode. Men
her kan det ekstra led ikke smides vak. De tre led i
ligning (14) anvendt pa rulleproblemet far tveertimod
ligningen til at have udseendet:

d d
kMR2di; — _RMgsina — MRd—:. (15)

Idet R%‘;’ = %, ses ligningen som ved lgsningsmetode
2 og 3 igen at fgre til ligning (5).

Rulleopgaven kan altsa lgses pa hele fire kvalita-
tivt forskellige mader. Og heraf forudsetter altsa de
to af Igsningsmetoderne mere end den enkle udgave
af momentsatningen, at endringen af impulsmomen-
tet per tidsenhed er lig med kraftmomentet fra ikke-
systemkrefter.

Jeg har uddybet emnet her yderligere i en artikel
i European Journal of Physics med titlen “Rules for
rolling as a rotation about the instantaneous point of
contact” (Eur. J. Phys. 32 (2011) 389-397).

Breddeopgave 42 og 43. Vindmgller og helikoptere

Inden naste nummer af KVANT udkommer, kan
leeserne eventuelt overveje lgsningerne til disse to
opgaver fra breddekurset pa RUC (fra den indledende
samling treningsopgaver fra starten af kurset i 1976,
nr. 42 i rekken her i KVANT, og fra sommereksamen
2010, nr. 43 i rekken her i KVANT):

Giv en gvre greense for effekten af en vindmglle. Be-
grund svaret.

Hvilken effekt skal motoren i en helikopter yde for at
holde helikopteren svevende? Begrund svaret.

Lgsninger og kommentarer bringes i et kommende
nummer.

Foreningsnyt — foredrag i foraret

Foredragskalender

Dato Tid Foredragstitel

Foredragsholder Forening

Apr.
11/4 19.00 Astronomi i rumalderen

Niels Lund AS (Arh)

12/4 17.15 Kold Krig og slaget om komplementariteten: Rosenfeld og Bohr  Anja S. Jacobsen =~ VHS

Maj
2/5 19.15 Exoplaneter og liv i Universet

9/5 19.00 Exoplaneter og liv i Universet
9/5 19.30 Modeller af liv

Anja C. Andersen ~ AS (Kbh)

Anja C. Andersen  AS (Arh)
Kim Sneppen SNU
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