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Enhver Gerning om end nok saa dagligdags, vil altid kunne afvindes en vis Interesse eller drives til en vis Fuld-
kommenhed; ... Fra Frgken Jensens Kogebog, Forordet, kaldet “Husfgrelsen” (7. Oplag, 1902).

Lad os iagttage vandstanden i en cisterne pa et
wc med henblik pa en matematisk beskrivelse af dens
adferd. Den typiske hendelse er et pludseligt fald fra
fuld til tom, efterfulgt af en fyldning, der begynder med
tilstrgmning af vand med en konstant hastighed, men
slutter med en opbremsning forarsaget af en flyder, der
kan lukke for tilstrgmningen.

Tgmningerne forekommer til forskellige tider,
11, tp, - - - og fyldningen tager ialt tiden d. Tgmningerne
finder normalt fgrst sted, nar cisternen er fuld. Et typisk
forlgb er angivet pa figur 1.

Tiderne for tgmning er tilfeldige i en eller an-
den forstand. En beskrivelse heraf kan ikke blive en
forudsigelse af neste tgmning, men de mé forventes
at blive styret af en eller anden sandsynlighed. Vi vil
tenke os, at intervallerne A; = t;,; — ¢; er fordelt med
forskellige sandsynligheder, f.eks. sidan at de méske
slet ikke forekommer mindre end d, og sédan, at lange
intervaller er mindre sandsynlige end korte.
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Figur 1. Figuren viser vandhgjden i cisternen som funk-
tion af tiden. Til tiden 7; tgmmes cisternen, hvorefter
pafyldningen starter. I begyndelsen med konstant hastighed,
men efter en tid sker der en opbremsning forarsaget af en
flyder.

En simpel mulighed for sddan en fordeling kunne
vaere en fordeling med eksponentielt aftagende tetheds-
funktion. Hvis vi kalder sandsynligheden for en ha@n-
delse, H, for P(H), kan vi f.eks. tenke os sandsyn-
ligheden for h@ndelsen, at tidsintervallet er mindre end
en vis tid, 7', er givet som fglger:

T
P(A<T)= %/ e Dgr T >4
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Funktionen under integraltegnet kalde twtheden for
fordelingen. Den ser ud som en langsomt dalende rejse
mod O (se figur 2).
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Figur 2. Tatheden beskriver sandsynligheden for tidsinter-
vallerne, A;, pa den made, at sandsynligheden for, at A;
ligger i et interval et sted pa tidsaksen findes som arealet
over dette interval under tetheden.

At korte intervaller har stgrre hyppighed end lange,
udtrykkes i folkevisdommen som den advarsel, at u-
lykker oftest kommer 3 ad gangen.

Men nu til den deterministiske del, pafyldningen.
Det ser jo ud som om, hastigheden til dels athenger af
niveauet. I det mindste, nar niveauet er kommet over
et vist punkt. Sammenh@ngen mellem hastighed og
niveau ma kunne udtrykkes i en differentialligning af
formen: J

/ Y
Y==F0O)
hvor F(y) dbenbart er konstant for sma verdier af y
og nul nar cisternen er helt fuld. Altsa noget i denne
retning:
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Figur 3. Dette sikaldte fasediagram udtrykker sammen-
haengen mellem pafyldningshastigheden, y’, og vand-
standen, y.
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Figur 4. Lgsningen til differentialligningen nar ikke til

en fyldt cisterne i endelig tid, en forhabentlig urealistisk
model.
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Men dette valg er ikke korrekt, thi denne ligning, der
f.eks. er

1, forO0 <y <1,
2—y, forl <y<2,

dy

_— = F =

7 ) [

har en lgsning, der ser ud som grafen i figur 4.
Den analytiske Igsning til eksemplet er jo:

), forO0 <t <1,

YT la=er, forl <t

Denne lgsning er urealistisk, da den aldrig bliver ferdig
med at fylde cisternen. I virkelighedens verden bliver
cisternen fuld i endelig tid, sa lgsningen ligner figuren
ovenfor. For at dette skal blive tilfaldet, ma differential-
ligningen se noget anderledes ud. Den skal have lodret
tangent i sit nulpunkt:

Figur 5. Et realistisk fasediagram ma have lodret tangent i
sit nulpunkt for at Igsningerne kan né et niveau i endelig tid!
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F.eks. kunne F vare funktionen:

forO0 <y <1,

dy L,
forl <y <2.

E:F(y): F’

Den lodrette tangent betyder, at der ikke galder enty-
dighed for lgsningerne. Alle ender i endelig tid med at
tangere den singulere lgsning, der er konstant lig med
en fuld cisterne, som pa den fgrste figur (med #; = 0):

Lgsningen til eksemplet er:

t, forO<r <1,
y = 2—(3—72, forl <t <3,
2, for3 < t.
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